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Глава 1. Теоретические основы. 

1.1 Основные понятия. Логарифмы и их свойства 

Рассмотрим уравнение 𝑎х
 = 𝑏, при 𝑎 > 0 и 𝑎 ≠ 1. При 𝑏 ≤ 0 это 

уравнение не имеет решений и при 𝑏 > 0 имеет единственное 

решение. Данное решение называют логарифмом � 㙤  по 

основанию 𝑎 и обозначают 𝑙𝑜𝑔а 𝑏. Логарифмом числа 𝑏 по 

основанию 𝑎 называется показатель степени, в которую 

необходимо возвести число 𝑎, чтобы получилось число 𝑏: 

𝑙𝑜𝑔а 𝑏 = х. Это равенство называют основным 

логарифмическим тождеством  

Свойства логарифмов 

При 𝑎 > 0 и 𝑎 ≠ 1. , 𝑥 > 0 , 𝑦 > 0 и действительном 𝑝 имеют 

место равенства:  

1. 𝑙𝑜𝑔а 1 = 0; 

2. 𝑙𝑜𝑔а 𝑎 = 1; 

3. 𝑙𝑜𝑔а 𝑥𝑦 = 𝑙𝑜𝑔а 𝑥 + 𝑙𝑜𝑔а 𝑦; 

4. 𝑙𝑜𝑔а 𝑥 /𝑦 =  𝑙𝑜𝑔а 𝑥 − 𝑙𝑜𝑔а 𝑦; 

5. 𝑙𝑜𝑔а 𝑥 p=p 𝑙𝑜𝑔а 𝑥  

Формула перехода к новому основанию:  

𝑙𝑜𝑔а 𝑥 = 𝑙𝑜𝑔 b 𝑥 / 𝑙𝑜𝑔 b a  

Логарифм, основанием которого является число 10, называют 

десятичным логарифмом и обозначают  

𝒍𝒈𝒂 = 𝒍𝒐𝒈10𝒂.  

Логарифм, основанием которого является число e, называют 

натуральным логарифмом и обозначают  

𝒍𝒏𝒂 = 𝒍𝒐𝒈е 𝒂 

 

1.2 Логарифмическая функция 

Определение. Функцию вида 𝑦 = 𝑙𝑜𝑔а 𝑥, где 𝑎 > 0 и 𝑎 ≠ 1 

называют логарифмической функцией с основанием 𝑎. Основные 

свойства логарифмической функции:  

а) Область определения логарифмической функции есть 

множество положительных вещественных чисел - R+.  

б) Область значения логарифмической функции есть 

множество вещественных чисел. 

Если основание логарифмической функции 𝑎 > 1, то функция 

возрастает на всей области определения. 
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Если же для основания логарифмической функции имеет 

место неравенство 0 < 𝑎 < 1, то логарифмическая функция убывает 

на всей области определения.  

График логарифмической функции всегда проходит через 

точку (1;0).  

Возрастающая логарифмическая функция положительна при 𝑥 

> 1 и отрицательна при 0 < 𝑥 < 1 

Убывающая логарифмическая функция отрицательна при 𝑥 > 

1 и положительна при 0 < 𝑥 < 1. График возрастающей 

логарифмической функции - (𝑎 > 1):  
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Глава 2. Применение методов на практике. 

Решение логарифмических уравнений. 

Рассмотрим применение приведенных методов при решении 

логарифмических уравнений.  

1) Используя определение логарифма 

Решить уравнения: 

а)  log 2 (x -7) = 3  

б)   lg (2x + 6) / (x -1) = 1 

Решения: а) log 2 (x -7) = 3    

𝑥 − 7 = 2
3
  

𝑥 = 15 

Проверка: log 2 (15 − 7) = 3, 3 = 3 ⇒ 15 является решением.  

Ответ: 15 

б) lg (2x + 6) /  (x -1) = 1   
2𝑥+6/ 𝑥−1 = 10  

2𝑥 + 6 = 10𝑥 – 10 

8𝑥 = 16 

 𝑥 = 2  

Сделав проверку, убеждаемся в том, что 𝑥 = 2 наше решение. 

Ответ:2. 

 

 

2) Потенцирование  

Решить уравнения: 

а)  log3 (𝑥 + 1) +  log3 (𝑥 + 3) =  log3 3 

б)  lg(𝑥 2 + 2𝑥 − 7) − lg (𝑥 − 1) = 0 

Решения: а) log3 (𝑥 + 1) +  log3 (𝑥 + 3) =  log3 3  

ОДЗ: { 𝑥 + 1 > 0 𝑥 + 3 > 0 ⇒ x∈ (−1, +∞) 

Используя свойство логарифмов, получаем:  

log3 (x+1)(x+3)= log3 3 

 (x+1)(x+3)=3 

 x
2
+4x+3=3  

x
2
+4x=0 

 x 1 =0 

 x2 =-4  

Учитывая ОДЗ, получаем решение x=0. 

Ответ:0. 

б)  lg(𝑥 2 + 2𝑥 − 7) − lg (𝑥 − 1) = 0 

ОДЗ: { 𝑥 2
 + 2𝑥 − 7 > 0 𝑥 − 1 > 0 ⇒ x∈ (−1 + 2√2, +∞) 
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lg (𝑥 2
+ 2𝑥 − 7) = lg (𝑥 − 1)  

𝑥 2
+ 2𝑥 − 7 = 𝑥 – 1 

𝑥 2
 + 𝑥 − 6 = 0 

x 1  =-3 , 

 x2 =2 

 С учетом ОДЗ получаем x=2.  

Ответ:2. 

 

Уравнения, в которых неизвестное находится под знаком 

логарифма, называются логарифмическими. 

Пусть a>0, a≠1, u>0, v>0. Если 𝑙𝑜𝑔а u= 𝑙𝑜𝑔а 
v, то u=v. 

Доказательство: воспользовавшись основным 

логарифмическим тождеством и условием, получим: 

u=a
logau

=a
logav

=v. 

При решении логарифмических уравнений обязательно 

учитывается область определения логарифма. 

Если область определения найти сложно, можно проверить 

полученные корни подстановкой в уравнение. 

 

Решение уравнений по определению логарифма 

Пример 1. Решите уравнение  log 2 x = 2 

Решение. По определению логарифма имеем .x =4 

Число 4 входит в область определения, следовательно, 

является корнем данного уравнения. 

Ответ: 4 

Задание 1. Решите уравнение: 

1) log 3x = 3 

2) log6 x = 3 

3) log2 x = 0 

4) log2 ( -x) = -5 

5) log4 x = -2 

6) log5 x = - 3 

7 ) log5 x = 1 

 

Пример 2. Решите уравнение  log2 ( x -1) = 2 

Решение. По определению логарифма имеем. X -1 =4 Отсюда 

х=3. 

Число 3 входит в область определения, следовательно, 

является корнем данного уравнения. 
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Ответ: 3 

Пример 3. Найдите корень уравнения  log3 (x – 1) = 4 

Решение. По определению логарифма получаем:  

x -1= 81   x = 82. Число 82 входит в область определения 

(82 – 1>0), следовательно, является корнем уравнения. 

Ответ: 82 

Пример 4. Найдите корень уравнения.lg( 2x -4) = 2 

Решение. По определению логарифма получаем: 2x-4 =100 

  x =52. Число 52 входит в область определения  

( 82 – 1>0), (104следовательно, является 

корнем уравнения. 

Ответ: 52 

Задание 2. Решите уравнение… 

1) log1/4(2x -1) = 1 

2) log1/2(2x -4) = -2 

3) log2(3 –x) =3 

4) log1/2(3x -5) = -1 

5) log(4x -3) = 2 

6) log(6x -1) = 1 

7) log(2x +6.5) =1 

 

Пример 5. Решите уравнение.log(x
2 
-2x) =1 

Решение. По определению логарифма имеем 

x
2
 -2x -3 =0 

D=16, x1=3, x2= - 1. 

Оба корня удовлетворяют исходному уравнению. 

Ответ: 3; - 1 

Пример 6. Решите уравнение log2(x
2
-14x) =5.  

Решение. По определению логарифма:,.x
2
 -14x -32 =0 

Отсюдаx = -2 , x =16;.  Ответ; -2.16 

Задание 3. Решите уравнение… 

1) log2(x
2
+4x +3) =3 

2) log(x
2
+ 2x -3)=3 

3) log(3 – x
2
) = -1 

4) log(x – 1)
2
 = 1 

5) log(x
2
 – 8x) = 2 

Пример 7. Решите уравнение log16 = 2 

Решение. По определению логарифма x>0, x≠1 и x
2
=16. 

Отсюда, х= - 4 или х=4. 
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Поскольку х>0, то решением данного уравнения является 

корень х=4. 

Ответ: 4 

Задание 4. Решите уравнение… 

 

1) log
x
4=2 

2) logx2=1,5  

3) log
x
81= - 4 

4) log
x
1=2 

5) log
x
1=6 

6) log
x
16=4 

 

Пример 8. Решите уравнение log x -116 =2 

Решение. По определению логарифма . 

Отсюда х – 1=4 или х – 1= - 4. х=3 или х= - 3. 

Поскольку х>1, то решением данного уравнения является 

корень х=3. 

Ответ: 3 

Пример 9. Решите уравнение.log x -136 = 2 

Решение. С учетом области определения:   

      .x = 7 

Ответ: 7 

Задание 5. Решите уравнение 

 1) logx+14 =2 

2) log1-x2 =2 

3) logx-22 =2 
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4) log x+116 = 4 

5) log2-x9 = 2 

6) log x-14 = 2 

 

Пример 10. Решите уравнение.log(3x
2
+2x -1) =2 

Решение. Исходное уравнение равносильно системе: 

  . 

Найдем корни уравнения :3x
2
 +2x -1 = x

2
 +2x +1 

 2x
2
 =2, x

2
 =1 ; х= - 1 или х=1. 

Так как x> - 1, x0, то х= - 1 не является решением исходного 

уравнения 

Ответ: 1 

Пример 11. Решите уравнение log20log3log2x =0 

Решение. По определению логарифма ; log3log2x =20
0
=1 

 log2x =3. x =8 

Ответ: 8 

Задание 6. Решите уравнения: 1) log7log2log13=0    

2) log2log2log2x =1 

3)log6log5log4x=0    

4)log5log4log3x=0    

5) lglog 4log 3x =0 

6) lglglog 3x =0 

 

Метод потенцирования или метод, основанный на 

равенстве логарифмов 
Пример 11. Решите уравнение  log5(2x+3) = log5(x+1) 

Решение. Это уравнение определено для тех значений х, при 

которых выполняются неравенства 2х+3>0 и х+1>0. 

Для этих х данное уравнение равносильно уравнению 

2х+3=х+1. Отсюда х= - 2. Число – 2 не удовлетворяет неравенству 

х+1>0, следовательно, данное уравнение не имеет решений. 

Ответ: нет решений 

Пример 12. Найдите корень уравнения .log5(x-4) =log56 

Решение. Последовательно получаем: log5(x-4) =log56  x-

4=6 x=10. Число 10 входит в область определения (10 – 4=6>0), 

значит, является корнем уравнения. 

Ответ: 10 
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Пример 13. Решите уравнение  log7(x
2
+2x) =log7(x

2
+6) 

Решение. log7(x
2
+2x) =log7(x

2
+6)   x

2
+2x =x

2
+6  

2x =6 .x=3 

Выполнив проверку, убеждаемся, что 3 является корнем 

уравнения. 

Ответ: 3 

Пример 14. Найдите корень уравнения 

.log2(x-7) – log 2(11-x )= 0 

Решение. Перенесем log2(11–x) в правую часть уравнения. 

Получим уравнение, равносильное данному: log2(x-7) = log 2(11-x ) 

 Отсюда x- 7 =11 -x  2x=18  x =9. 

Делаем проверку: 9- 7=2>0, 11 – 9=2>0. Значит, число 9 

является корнем уравнения. 

Ответ: 9 

 

Сведение к квадратному уравнению 
Пример 15. Решите уравнение  

log2 
2
(x-1) -5log2(x-1) - 6 = 6 

Решение. Обозначив  log2(x-1) через а, получим уравнение а
2
 

– 5а – 6=0, откуда а= - 1 или а=6. 

Таким образом, данное уравнение равносильно совокупности 

двух уравнений: log2(x-1) = -1  или  log2(x-1) =6 

Решая первое уравнение, получаем х - 1=2
-1

, откуда х=1,5. 

Решая второе уравнение, получаем х – 1=2
6
, откуда х=65. 

Ответ: 1,5; 65 

Задание 7. Решите уравнение… 

1) log5 
2
x – log5x =2 

2) log 24log
2
 3x –log3x = 0 

3) log
2
 5x -5log 5x +6 =0 

4) 3lgx
2
 – lg

2
( - x)=9 

5) lg 
2
x -3lgx -4 =0 

 

Решение уравнений с использованием свойств логарифмов 
Пример 16. Решите уравнение 2lg(x – 1)=lg(5x+1). 

Решение. По свойствам логарифма данное уравнение 

равносильно уравнению (х – 1)
2
=5х+1. 

х
2
 – 2х+1=5х+1; х

2
 – 7х=0; х(х - 7)=0. Отсюда х=0 и х=7. 

Число 0 не входит в область определения 

Ответ: 7 
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Задание9. Решите уравнение… 

1) 2log 0,2x =log 0,2(5x
2
 –x)  

2) log 0,5(6-x) =2log 0,5x 

3) lg(4x-3) =2lgx 

4) lg(12x –x
2
 -19) =2lg(x-1) 

5) 2lg(x-1) =lg(1,5x +1) 

6) 2lg(x-2) =3lgx 

 

Пример 17. Решите уравнение. 

log52x +log 5x =log 58 

Решение. По свойствам логарифма данное уравнение 

равносильно уравнению .log52x
2
 =log 58 

2x
2
 =8; x

2
 =4; х= - 2 или х=2. 

С учетом того что x>0 получим ответ х=2. 

Ответ: 2 

Пример 18   . Решите уравнение  

log3(x-1) = log3(2 –x) +1 

Решение. 1 = log33, тогда  log3(x-1) = log3(2 –x) +1 

 log3(x-1) = log3(2 –x)  + log33 

По свойствам логарифма получаем:  log3(x-1) = log3(2 –x)3   

x -1= 6-3x    4x=5  .x= 1,25 

Выполним проверку: 1,25 – 1=0,25>0. 2 - 1,25=0,75>0. 

Значит, число 1,25 является корнем уравнения. 

Ответ: 1,25 

Задание8. Решите уравнение…1) log 2(6-x) +log2(8-x) – log2(3-

x) = 4 

2) lg(8x) – lg(4x)=0 

3) log4(2x+1)- log4(1 -2x) =log4x 

4) log5(x +8) – log5(x+1) =3log 52 

5) lg(3x
2
+12x+19) – lg(3x+4)=1 

6) lg(x2 - 2x+1) – lg(x - 1)=1 

7) lg(6x) – lg(2x)=0 

 

Метод приведения к одному основанию 

Пример 19 

 Решите уравнение  log2 x +log 4x + log 8x =11 

Решение. Перейдем к основанию 2: 

log2x +1/2log2x +1/3 log 2x =11 

11/6log 2x =11 
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log 2x =6 

 x=2
6
; x=64. 

Ответ: 64 

Задание9. Решите уравнение… 

1) log 4x –log 16x = 0,5 

2) log 2x + log 8x = -4 

3) log5x – log 0,2x = 1 

4) log 4(2-x) =log 23 

5) log 2x + log 8x =8 

6) log3x + log9x +log1/3x =2 

7) log4x – log0,25x = 1 

 

Задание 10. Решите уравнение…1) 5
log 

4
x +3log 

x
4
 =8 

2) log2x + 3logx8 = 4 

3)4log 25(x-1) – log 327 + 2log x -15 = 1 

4)log 4x + log x1/16 = 1 

5) log 5x – log x5 = 1,5 

6) log7x – log x7 = 2 

 

 

Метод логарифмирования 

Обычно логарифмируют уравнение вида f(x)
g(x)

=h(x). 

Пример 20. Решите уравнение  

x 
lgx

 =100x 

Решение. Учитывая, что x>0, прологарифмируем обе части 

уравнения по основанию 10: lgx 
lgx

 =lg100x 

  lg 
2
x – lgx - 2 =0 

Решая уравнение относительно х, получим:   

lgx = -1, lgx = 2 

 x = 10
-1

x = 10
2 

Ответ: 0,1; 100 

Задание 11. Решите уравнение… 

1)x
log

5
x-

=1/25 

2) xlgx = 0,1x2 

3) x
2lgx

 -10x = 0 

4)  x
lgx

 = 100x
2 

Уравнения с дополнительными условиями 
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Пример 21. Найдите сумму корней уравнения произведение 

корней уравнения 

 

. 

Решение. Прологарифмируем обе части уравнения по 

основанию 2: 

; ; 

; D=16; ; x= ; 

; x=2. 

Сумма корней данного уравнения равна 2+ = . 

Ответ:  

1) сумму корней уравнения 

 

2) наименьший корень уравнения x(lg5 – 1)lg(2
x
+1) – lg6 

3) произведение корней уравнения 

lg
2

(100x)+lg
2
(10x)=14lgx+15 

4) среднее арифметическое корней уравнения 

 
5) произведение корней уравнения 

 

6) произведение корней уравнения  

Задание 17. Найдите… 

1) сумму корней уравнения 

 

2) наименьший корень уравнения x(lg5 – 1)lg(2
x
+1) – lg6 

3) произведение корней уравнения 

lg
2

(100x)+lg
2
(10x)=14lgx+15 
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4) среднее арифметическое корней уравнения 

 
5) произведение корней уравнения 

 

6) произведение корней уравнения  

Пример 30. Найдите положительный корень уравнения 

. 

Решение. Применив свойства логарифма, получим уравнение, 

равносильное данному: . 

; D=65; ; . 

Положительным является корень . 

Ответ:  

Пример22. Решите уравнение . 

Найдите все корни этого уравнения, принадлежащие промежутку 

. 

Решение. Из данного уравнения получаем: 

    

    

    . 

С помощью числовой окружности найдем корни, 

принадлежащие отрезку : 
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Получим числа: ; ; . 

Ответ: ; ; ;  

Пример 32. Решите уравнение 

. Найдите все корни 

этого уравнения, принадлежащие промежутку . 

Решение. По определению логарифма . 

Решим квадратное уравнение относительно : 

; ; . 

: ; . С 

учетом : . :  

- нет решений. 

Найдѐм корни, лежащие на отрезке : 
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Получим число: . 

Ответ: ;  

Пример 33. Решите уравнение . 

Найдите все корни этого уравнения, принадлежащие промежутку 

. 

Решение. С учетом области определения логарифма 

получаем:     

  . 

Найдем корни, лежащие на отрезке : 
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На указанном отрезке всего один корень  

Ответ: а)  б)  

Задание 18. Найдите положительный корень уравнения   

 

 

1)  

2)  

3)  

4)  

5)  

  6)      

Пример 34. Решите уравнение 

.log3( 2sinx + cosx) – log 3cosx =0 

Решение. Исходное уравнение равносильно уравнению 

=1; ; . . 

Ответ:  

Задание 12. Решите уравнение 

 

1) log 2(3sinx – cosx) + log 2cosx = 0 
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2) log(3sinx – cosx) = -logcosx 

4) log 2(cosx –sinx) + log 2sinx =2 

5)log0,1sin2x + lgcosx = lg7 

6)log3(2cosx – sinx) = log3cosx  

 

Уравнения с параметром 

Пример 1. При каких значениях параметра а уравнение   

log(4
x
 +8a

2
)=x  

имеет два различных корня? 

Решение. По определению логарифма 2
x
=4

x
 +8a

2
 

2
2x

 – 2
x
 + 8a

2
 = 0- это показательное уравнение сводится к 

квадратному и имеет два различных корня, если D>0. 

D=1- 32a
2
>0. Решая это неравенство, получаем ; 

. 

Отсюда . 

Ответ:  

Пример 2 Найдите все значения параметра , при каждом из 

которых уравнение  имеет единственное 

решение на отрезке . 

Решение. Пусть . Рассмотрим уравнение 

. Число  не является корнем этого 

уравнения ни при каком значении параметра b. Поэтому это 

уравнение равносильно уравнению . 

Рассмотрим функцию  и для уравнения 

 определим число корней и их расположение для каждого 

значения параметра b. 
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. Отсюда следует, что на 

промежутках  функция убывает, а на промежутке 

 возрастает. Следовательно, точка  точка минимума, а 

минимум равен 7. 

Из полученных свойств функции следует, что при любом 

значении b данное уравнение имеет ровно один отрицательный 

корень, и поскольку , то при  уравнение имеет 

ровно один корень на отрезке ; при  уравнение не 

имеет корней на . 

При  уравнение имеет единственный корень  на 

отрезке . 

Поскольку , то при  на отрезке уравнение 

имеет ровно два корня. При  уравнение также имеет 

единственный корень на отрезке. 

, ; , ; 

, . 

Ответ:  

Пример 3. Найдите все значения , при которых уравнение 

 имеет хотя бы один корень, принадлежащий 

промежутку . 

Решение. Уравнение  равносильно системе 

. 
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Эта система имеет хотя бы один корень, принадлежащий 

промежутку если уравнение  имеет хотя бы один 

корень, принадлежащий либо промежутку , либо промежутку 

. 

Поскольку графиком функции  является 

парабола, ветви которой направлены вверх, а вершина находится в 

точке , уравнение  имеет хотя бы один 

корень, принадлежащий промежутку  при условии 

; ; . 

Уравнение  имеет хотя бы один корень, 

принадлежащий промежутку  при условии ; 

; . 

Ответ:  

 

Задание13. При каких значениях параметра а… 

  

1) графики функций y = 9
x
 и y = loga(-x) пересекаются в точке 

с абсциссой х= - 1/2 

2) графики функций y = 4
x
 и y = logax  пересекаются в точке с 

абсциссой х=1/2 

3) графики функций y = 25
x
 и y=loga(-x) пересекаются в точке 

с абсциссой х= - 1/2 

4) уравнение  log(9
x
 +9a

3
) =x имеет два различных корня 

5) графики функций y = 4
x
 и  y =log( -x) пересекаются в точке с 

абсциссой х= - 1/2 

6)lg(x
2
 +2ax) –lg(8x-6a -3) =0 уравнение  имеет единственное 

решение 
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7) уравнение lg(x
2
+ ax) = lg (4x –a -4) имеет единственное 

решение 

8) уравнение  log( x + a) = 1 не имеет решений 

9) уравнение 2lg( x+ 3)= lg(ax) имеет единственное решение. 
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Заключение 

В школьном курсе математике изучаются логарифмические 

уравнения и неравенства и способы их решения очень сжато. 

Потребности учебного процесса требуют от учеников больших 

знаний и умений. В материалах ЕГЭ и на олимпиадах часто 

встречаются задания с логарифмическими уравнениями и 

неравенствами. В своей работе мы рассмотрели различные методы 

решений логарифмических уравнений и неравенств: использования 

определения логарифма, потенцирования, перехода к одному 

основанию, логарифмирования, функционально - графический, 

рационализации, использования свойств логарифмической 

функции. Результаты данной работа могут быть использованы при 

подготовке к выпускным и вступительным экзаменам, и на 

факультативных занятиях для расширения математического 

кругозора учащихся.  
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